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摘要: 简单说明解两类代数Riccat i方程的重要意义,简要综述自 80 年代以来在发展它们的数值解
法方面的一些研究进展, 偏重作者在这方面所做的一点工作, 指出今后在这方面研究的方向.
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1　问题及其重要意义
在物理与工程许许多多的应用中, 解两类代数 Riccat i方程( ARE)都是一个重要的任务.
例如,线性二次调节器问题、Kalman滤波、H- ∞控制、完全最小二乘问题、两点边值问题以及模






科学基金中也获得资助,开展两类 ARE 数值解法的研究. 几年来,在对这个问题的研究过程
中,与有关的国内外同行建立了紧密的联系,基本掌握了求这两类 ARE 数值解的研究概况和
发展趋势. 本文简要综述 80年代以来这方面研究的一些进展, 偏重笔者在这方面所做的一点
工作.
两类ARE 指的是时连续与时离散两种类型的方程.时连续 ARE 的一般形式是:
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T) + Q= 0 ( 2)
这里 B、S 是 n×m 实矩阵, R 是 m×m 实对称正定矩阵, A、Q、X 是 n×n实矩阵,且 Q 对称,
上标 T 表示矩阵的转置. ( 1)和( 2)可能有许多的解, 但通常只有对称非负定的解才具有物理
意义. 当然也有例外,如文献[ 2]考虑的是粒子传输理论导出的非对称 ARE, 物理上所需要的
是其非负的解(解矩阵的每个元素非负) .有关的 ARE 理论及应用可参考文献[ 3] .
用式( 1)的矩阵可构造出一个 2n阶的所谓 Hamilton(哈密顿)阵:
　　　H =
A - G
- Q - A
T
用式( 2)的矩阵可构造出一个 2n阶的所谓 Symplect ic(辛)矩阵束:







这里 I 是 n 阶单位矩阵, G= BR - 1B T. 有点类似于大家比较所熟悉的对称矩阵, H 和 L - KM





H 和 L - KM 也具有一些很好的性质, 其中最突出一点, 是它们的特征值是成对出现的:即如
果 K是 H 的特征值,则 - K也是 H 的特征值; 如果 K是 L - KM 的特征值,则 1/K也是 L - KM
的特征值.在一定的条件下(对控制系统来说,所谓可控、可观) , H 没有特征值在虚轴上, L -
KM 没有特征值在单位圆周上.因此, H 的特征值关于虚轴对称,而 L - KM 的特征值关于单位
圆的圆周对称.
除了New ton 法及其他一些迭代法外,数值解这两类 ARE 的绝大多数算法大致都依据下
面的过程进行: 先求出 H 在左半平面的特征值所对应的不变子空间, L - KM 在单位圆内的特
征值所对应的广义的不变子空间,然后通过解一个超定的线性方程组,获得 ARE 的对称非负
定解或其它特定形式的解. 因此,如何充分利用 H 和 L - KM 的特殊的对称结构和特征值成对
这一性质计算两类 ARE 的解, 不但对设计有效的算法、提高计算的效率是关键的,而且对物
理和工程的应用也是重要的 [ 4] .
2　一些数值解法简介
针对这两类 ARE 给出有效的、稳定的数值解法, 国际上, 主要有德国、美国的一些专
家[ 1, 3～10] , 国内还有台湾的一些同行[ 2] .在前期的研究中, 已提出的较好的数值方法有: Byer s










Byer s在他的博士论文中, 针对单输入或单输出的控制系统所导出的 Hamilton 矩阵( H
的中Q 或 G 是秩 1的) ,仿著名的、计算一般矩阵特征值的 QR 算法的原理,设计出 Hamilton
QR算法的.后来, M ehrmann 把这一算法延伸应用到单输入或单输出的控制系统所导出的辛
矩阵束.在文献[ 11]中,我们运用矩阵的块分解方法,把 Byers 的算法有效地推广到了适用于
带有某些限制的多输入或多输出的控制系统导出的 Hamilton 矩阵. 在文献[ 12]中, 我们还为
这种 Hamilton矩阵所对应的 ARE 设计了一种有效的混合迭代法.为节省计算量和保证数值
稳定,我们先用正交相似变换,把原来的 ARE 简化为比较“稀疏”的 ARE, 再用所谓的 Riccat i
迭代获得解的比较精确的初值后,运用New ton迭代得到 ARE 比较精确的解.
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Van Loan 的辛方法
[ 10]
是求 Hamilton阵 H 的谱的一个非常有效的、数值稳定的算法. 他
充分利用了辛正交两种基本变换:辛旋转变换和辛 Givens变换,逐步将反 Hamilton 阵 H
2相
似变换成块上三角的形式, 从而获得 H 的全部特征值.后来, Patel设计了与 Van Loan 的这一
辛方法相应的、全部采用辛正交相似变换的算法, 求辛矩阵束 L - KM 的谱[ 9] .在文献[ 13] , 我
们也利用一个所谓 HR 的过程设计了一个求矩阵束 L - KM 谱的快速算法: 先将 L - KM 转换
成等价的矩阵束 P- KQ,这里 P 对称、Q反对称.然后运用 H R 方法- 可看作是 QR 方法的推
广 求出 P- KQ的谱. 遗憾的是,这些方法都只能求出 H 和 L - KM 的特征值, 求它们的稳
定的不变子空间的问题并没有得到满意的解决.
对时连续的 ARE 的求解问题, 我们成功地设计了一种称为平方根的新算法
[ 14] . 首先, 我
们讨论了与这个 ARE 密切相关的一个二次矩阵方程的性质, 在理论上证明: 在某种条件下,
平方 Hamilton 阵 H
2
的反 Hamilton形式的平方根存在唯一, 而且这个特殊的平方根包含了
代数 ARE的解. 然后我们利用ARE 所归结的 Hamilton 阵H 满足上述条件的这一性质,充分
开发 H 的特殊对称结构,再采用辛(正交)相似变换, 设计了这个新的算法.数值实验表明, 我
们设计的算法相当成功地调和了既要保持和利用 Hamilton结构与又要使算法数值稳定之间
的矛盾.在其后的几篇文章
[ 1 5, 16]
中,我们充分论述了这一算法与符号函数算法之间的关系, 并
讨论了平方根算法的迭代以及和其它算法的结合应用等一系列问题,发展和完善了这一算法.
对时离散的 ARE 的求解问题, 我们设计了一种迭代与变换相结合的快速算法. 在文献
[ 17]中, 我们是通过计算从 L - KM 的 S + S- 1变换得到的平方的 Hamilton 阵的反 Hamilton
的平方根来解这个方程的. 在进行迭代之前,先采用了辛 Givens和 n 阶的块对角正交变换, 这
样使得整个迭代过程都能一直保留矩阵的 Hamil ton结构, 以节省计算和存储.这个算法是非
常有效的, 我们给出的算法和以前通常采用的 QZ 算法相比较,平均可减少 60%的计算量, 这
大大地提高了解时离散 ARE 的效率.此文还给出了规范的舍入误差分析和一些数值例子来
验证这一算法,其中一个数例还被文献[ 1]选为以后发展这方面的算法需要验证的例子.
文献[ 18]对运用符号函数解 ARE 的方法作了比较大的改进.我们证明了一个被忽略了
很久的事实:在用符号函数解 ARE 的方法中,需要解的一个 2n×n或 n×2n的线性系统可以
被截断成为一个 n×n的系统来解,而且截断后的系统的解可保证是(共轭)对称的. 我们还用
标准的数值例子说明, 尽管截断后的系统可能有更大的条件数, 它的解却使得 ARE 有更小的
余项.我们的分析以及运用 MATLAB 的数值实验表明,解截断后的系统仅仅需要解原始系统
26%的浮点运算次数.
要得到 ARE 的精确解是很困难的, 对有些应用我们需要的可能仅是精确解的界或相对
精确的解的近似.在文献[ 19]中,我们给出了一个可直接估计离散 ARE 的正半定解的上、下
界的方法和一种简单的迭代法.如果式( 2)中的矩阵都是所谓稀疏的, 那么简单的迭代可充分
利用这种稀疏性. 简单迭代的结果经常可作为象 New ton迭代这种比较的精确迭代的初始值.
由于实际计算总是存在舍入误差, 在这种情况下采用辛(正交)相似变换时, Hamilton 矩
阵 H 的特殊对称结构远比辛矩阵束 L - KM 的特殊对称结构容易得到保持和验证,这使得解
时离散的 ARE 比解时连续的 ARE 相对比较复杂, 现有的解法也少. 因此我们的研究包括了
利用和改造已知的时连续问题的好的算法解时离散的 ARE, 如在文献[ 20] , 我们利用了反




尽管迄今为止, 对两类 ARE 已经给出了几十种的算法, 文末所列的参考文献仅仅是有关
这方面的研究的一小部分. 但是从理论的角度可以说,最理想化的、即能够完全利用 H 和 L -
KM 的对称结构、又数值非常稳定的算法还没有.这应当是将来研究的一个方向.对 ARE 的数
值方法的另一个最新研究动向是:与计算机硬件的发展相适应,设计适合于现代计算机的结构
的、高性能的计算方法[ 1] .这样才能解大的系统导出的方程,以反映出在这个研究领域理论的
发展水平、适应于现代应用中实时计算的需要. 此外,研究微分的 Riccat i方程、非对称 Riccat i
方程和它的非对称解的计算方法(如文献[ 2] ) , 也是大量的实际应用的需要.
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Study Progress of Numerical M ethods for Solut ions
of Tw o Classes of Algebraic Riccat i Equations
LU Linzhang
( Dept . of M ath. , Xiamen U niv. , Xiamen 361005, China)
Abstract: The impo rtance o f solut ions of Algebraic Riccat i Equations( AREs) ar e simply
show n. Some good numerical methods for AREs are described, st ressing somewhat at the
w ork o f the autho r. Further study t rends are also ment ioned.
Key words: algebraic Riccati equat ion; numerical method; Ham iltonian & Symplect ic
matrices; eig envalue; iterat iv e method
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